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Matematika I

6. P�EDNÁ�KA 31. 3. 2017

1 Matematiký popis základníh geometrikýh útvar·

P°edpokládané znalosti

Stru£né opakování

2 K°ivky

Zp·soby popisu k°ivek

Parametriky popsané k°ivky

3 Parametriký popis kuºelose£ek

Parametriký popis kruºnie

Parametriký popis elipsy

Parametriký popis hyperboly

Parametriký popis paraboly

P°íklady

P°edpokládané znalosti

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

kartézská soustava sou°adni

vektory

• operae s vektory (s£ítání, násobení konstantou, skalární sou£in,

vektorový sou£in)

• lineární závislost × nezávislost vektor·

• velikost vektoru, odhylka vektor·

p°ímka v rovin¥ a v prostoru

• vektorová rovnie a parametriké rovnie p°ímky v rovin¥

a v prostoru

• obená rovnie p°ímky v rovin¥

• rovnie p°ímky ve sm¥rniovém tvaru

rovina v prostoru

• vektorová rovnie a parametriké rovnie roviny v prostoru

• obená rovnie roviny

P°edpokládané znalosti

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

analytiký popis kuºelose£ek

• rovnie kuºelose£ek v obeném a st°edovém (vrholovém) tvaru

• odvození rovnie kuºelose£ky ze zadanýh prvk·

• odvození parametr· kuºelose£ky z rovnie (sou°adnie vrhol·,

ohnisek, velikosti poloos, . . . )

• rovnie te£ny (v bod¥, z bodu, daného sm¥ru)

1



Matematika I – LS 2016/17 – 6. přednáška

P°ímka v rovin¥

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

P°ímka p je ur£ena bodem A[a1,a2]
a nenulovým sm¥rovým vektorem ~u(u1,u2).

Kaºdý bod X[x,y] p°ímky p lze

popsat pomoí vektorové

rovnie

X = A + t · ~u, t ∈ R.

PSfrag replaements
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Rozpisem do sou°adni získáme

parametriké rovnie p°ímky p.
[
x
y

]
=

[
a1
a2

]
+ t ·

(
u1

u2

)

p : x = a1 + t · u1,
y = a2 + t · u2, t ∈ R
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P°ímka v rovin¥

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

P°ímka p je ur£ena bodem A[a1,a2]
a nenulovým normálovým vektorem ~n(a,b).

Sou°adnie libovolného bodu

X[x,y] p°ímky p vyhovují

obené rovnii p°ímky

p : a · x+ b · y + c = 0,
a ∈ R, b ∈ R, c ∈ R.
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P°ímka v rovin¥

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

P°ímka p je ur£ena sm¥rnií k ∈ R a posunutím q ∈ R.

P°ímka p je popsána jako graf

lineární funke.

Sou°adnie libovolného bodu

X[x,y] p°ímky p vyhovují

rovnii p°ímky ve sm¥rniovém

tvaru

p : y = k · x+ q.

Tímto zp·sobem nelze popsat

p°ímky rovnob¥ºné s osou y.
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P°ímka v prostoru

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

P°ímka p je ur£ena bodem A[a1,a2,a3]
a nenulovým sm¥rovým vektorem ~u(u1,u2,u3).

Kaºdý bod X[x,y,z] p°ímky p
lze popsat pomoí vektorové

rovnie

X = A+ t · ~u, t ∈ R.

Rozpisem do sou°adni získáme

parametriké rovnie p°ímky p.
p : x = a1 + t · u1,

y = a2 + t · u2,
z = a3 + t · u3, t ∈ R
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P°ímku v prostoru nelze popsat jednou rovnií!
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Rovina

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

Rovina ̺ je ur£ena bodem A[a1,a2,a3] a dv¥ma

nenulovými lineárn¥ nezávislými sm¥rovými vektory

~u(u1,u2,u3) a ~v(v1,v2,v3).

Kaºdý bod X[x,y,z] roviny ̺ lze popsat pomoí vektorové rovnie

X = A + t · ~u+ s · ~v, t ∈ R, s ∈ R.
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nárys

bokorys
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Rozpisem do sou°adni získáme parametriké rovnie roviny ̺.

̺ : x = a1 + t · u1 + s · v1,
y = a2 + t · u2 + s · v2,
z = a3 + t · u3 + s · v3,

t ∈ R, s ∈ R

Rovina

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

Rovina ̺ je ur£ena bodem A[a1,a2,a3] a nenulovým

normálovým vektorem ~n(a,b,c).

Sou°adnie libovolného bodu X[x,y,z] roviny ̺ vyhovují obené

rovnii roviny ̺
̺ : a · x+ b · y + c · z + d = 0,
a ∈ R, b ∈ R, c ∈ R, d ∈ R.
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Obená rovnie kuºelose£ky

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

A · x2 +B · x · y + C · y2 +D · x+ E · y + F = 0,
{A,B,C ,D,E,F} ⊂ R {A,B,C} 6= {0,0,0}

Takovou rovnií lze popsat:

• kruºnii,

• elipsu,

• parabolu,

• hyperbolu,

• dv¥ r·znob¥ºné p°ímky,

• dv¥ r·zné rovnob¥ºné p°ímky,

• jednu (dvojnásobnou) p°ímku,

• bod,

• prázdnou mnoºinu.
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Kruºnie

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

Rovnie kruºnie ve st°edovém

tvaru

(x−m)2 + (y − n)2 = r2
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Elipsa

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

Rovnie elipsy ve st°edovém tvaru
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= 1
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= 1

Parabola

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

Rovnie paraboly ve vrholovém tvaru

PSfrag replaements

d

dd

d

F

FF

F

m

mm

m

n

nn

n

O

OO

O

o

oo

o

p

pp

p

V

VV

V

x

xx

x

y

yy

y

p·dorys

nárys

bokorys

neomezeno

a)

b)

)

d)

(x−m)2 = 2p(y − n) (x−m)2 = −2p(y − n)

(y − n)2 = 2p(x−m) (y − n)2 = −2p(x−m)

Hyperbola

Matematiký popis základníh

geometrikýh útvar·

Rovnie hyperboly ve st°edovém tvaru
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= 1
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= 1

4



Matematika I – LS 2016/17 – 6. přednáška

Zp·soby popisu k°ivek

K°ivky

Graf funke f jako rovinná k°ivka.

{[x,f(x)] ∈ R2, x ∈ Df}
P°íklad: Graf funke f(x) = x2 je parabola v rovin¥ R

2
.

Impliitn¥ zadané k°ivky v rovin¥ R

2
.

{[x,y] ∈ R2, F (x,y) = 0}
P°íklad: Kruºnie o st°edu [0,0] a polom¥ru r: x2 + y2 − r2 = 0.

K°ivky dané parametriky.

k°ivka k(t) v R

2
: {[x(t),y(t)]}, t ∈ I ⊂ R

k°ivka k(t) v R

3
: {[x(t),y(t),z(t)]}, t ∈ I ⊂ R

P°íklad: P°ímka p ur£ená bodem A[a1,a2,a3] a sm¥rovým vektorem

~u(s1,s2,s3): p(t) = [a1 + t · s1 , a2 + t · s2 , a3 + t · s3], t ∈ R.
P°íklad: Parabola (graf funke f(x) = x2): k(t) = [t,t2], t ∈ R.

P°íklad

K°ivky

Nakreslete k°ivku zadanou parametriky:

k(t) =
[
2t2 , (t− 2)2(t+ 2)

]
, t ∈ 〈−3,3〉.

t −3 −2 −1 0 1 2 3

x 18 8 2 0 2 8 18
y −25 0 9 8 3 0 5
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nárys

bokorys
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Ur£ete, ve kterýh bodeh protíná k°ivka k(t) osy x a y.

�e²íme rovnie

pr·se£ík s y . . . x(t) = 0 . . . 2t2 = 0
pr·se£ík s x . . . y(t) = 0 . . . (t− 2)2(t+ 2) = 0

Te£na parametriky zadané k°ivky

K°ivky

Te£ný vektor k°ivky k(t) = [x(t),y(t)], t ∈ I v bod¥ t0 ∈ I:

u(t0) = (x′(t0),y′(t0)).

Te£ný vektor k°ivky k(t) = [x(t),y(t)], t ∈ I v obeném bod¥ t ∈ I:

u(t) = (x′(t),y′(t)).

Te£ný vektor prostorové k°ivky ℓ(t) = [x(t),y(t),z(t)], t ∈ I v

obeném bod¥ t ∈ I:

v(t) = (x′(t),y′(t),z′(t)).

Te£na k°ivky k(t) v bod¥ k(t0) je dána vektorovou rovnií (X je

bod te£ny):

X = k(t0) + s · u(t0), s ∈ R.

P°íklad � pokra£ování

K°ivky

Je dána k°ivka

k(t) = [2t2,(t− 2)2(t+ 2)], t ∈ R.

Ur£ete body, ve kterýh jsou te£ny k°ivky k(t) rovnob¥ºné

s osami x a y, napi²te obené rovnie t¥hto te£en.
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p·dorys

nárys
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Te£ný vektor k°ivky k v obeném bod¥:

u(t) =
(
4t , 3t2 − 4t− 4

)
, t ∈ R.

�e²íme rovnie

te£na ‖ s y . . . x′(t) = 0 . . . 4t = 0
te£na ‖ s x . . . y′(t) = 0 . . . 3t2 − 4t− 4 = 0

Napi²te obené rovnie te£en k°ivky k(t) v uzlovém bod¥ [8,0].
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Parametriký popis kruºnie

Parametriký popis

kuºelose£ek

Impliitní rovnie kruºnie se st°edem [0,0] a polom¥rem r
x2 + y2 − r2 = 0.

Jednotková kruºnie:

x2 + y2 = 1

(cos t)2 + (sin t)2 = 1, t ∈ 〈0,2π〉

Parametriký popis jednotkové

kruºnie:

k(t) = [cos t, sin t], t ∈ 〈0,2π〉
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Parametriký popis kruºnie

se st°edem [0,0] a polom¥rem r

k(t) = [r · cos t , r · sin t], t ∈ 〈0,2π〉

Parametriký popis kruºnie

Parametriký popis

kuºelose£ek

Parametr t je orientovaný úhel. Jak se zm¥ní pohyb bodu k(t)
po kruºnii, kdyº zm¥níme orientai t?
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kladná orientae

záporná orientae

r = 1r = 1

k(t) = [ cos(+t), sin(+t) ] k(t) = [ cos(−t), sin(−t) ]
= [ cos t, sin t ] = [ cos t, − sin t ]

k(t) = [cos t, sin t], t ∈ 〈0,2π〉 k(t) = [cos t, − sin t], t ∈ 〈0,2π〉

Parametriký popis kruºnie

Parametriký popis

kuºelose£ek
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~v

k(t) = [r cos t, r sin t], t ∈ 〈0,2π〉
k(0) = [r,0] = S + ~u
k(π2 ) = [0,r] = S + ~v
~u = (r,0), ~v = (0,r)

k(t) = [r cos t, − r sin t], t ∈ 〈0,2π〉
k(0) = [r,0] = S + ~u
k(π2 ) = [0, − r] = S + ~v
~u = (r,0), ~v = (0,− r)

k(t) = S + ~u · cos t+ ~v · sin t
[
x(t)
y(t)

]
=

[
0
0

]
+

(
r
0

)
· cos t+

(
0
r

)
· sin t

[
x(t)
y(t)

]
=

[
0
0

]
+

(
r
0

)
· cos t+

(
0
−r

)
· sin t

Parametriký popis kruºnie

Parametriký popis

kuºelose£ek

Kruºnie k je dána st°edem S[0,0] a bodem Q[p,q].
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~u
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~v

~u = (p,q), ~v = (−q,p) ~u = (p,q), ~v = (q,− p)

k(t) = S + ~u · cos t+ ~v · sin t
[
x(t)
y(t)

]
=

[
0
0

]
+

(
p
q

)
· cos t+

(
−q
p

)
· sin t

k(t) = [p cos t− q sin t,q cos t+ p sin t],
t ∈ 〈0,2π〉

[
x(t)
y(t)

]
=

[
0
0

]
+

(
p
q

)
· cos t+

(
q
−p

)
· sin t

k(t) = [p cos t+ q sin t,q cos t− p sin t],
t ∈ 〈0,2π〉
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Parametriký popis kruºnie

Parametriký popis

kuºelose£ek

Kruºnie je dána st°edem S[m,n] a polom¥rem r.
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~u
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~v

~u = (r,0), ~v = (0,r) ~u = (r,0), ~v = (0, − r)

k(t) = S + ~u · cos t+ ~v · sin t
[
x(t)
y(t)

]
=

[
m
n

]
+

(
r
0

)
· cos t+

(
0
r

)
· sin t

k(t) = [m+ r cos t , n+ r sin t],
t ∈ 〈0,2π〉

[
x(t)
y(t)

]
=

[
m
n

]
+

(
r
0

)
· cos t+

(
0
−r

)
· sin t

k(t) = [m+ r cos t , n− r sin t],
t ∈ 〈0,2π〉

Parametriký popis kruºnie

Parametriký popis

kuºelose£ek

Kruºnie k je ur£ena st°edem S[m,n] a bodem Q[p,q].
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~u
~u

~v

~v

~u = (p−m , q − n)
~v = (−(q − n) , p−m)

~u = (p−m , q − n)
~v = (q − n , − (p−m))

k(t) = S + ~u · cos t+ ~v · sin t
[
x(t)
y(t)

]
=

[
m
n

]
+

(
p − m
q − n

)
·cos t+

(
−(q − n)
p − m

)
· sin t

k(t) = [m+ (p−m) cos t− (q − n) sin t,
n+ (q − n) cos t+ (p−m) sin t ],

t ∈ 〈0,2π〉

[
x(t)
y(t)

]
=

[
m
n

]
+

(
p − m
q − n

)
·cos t+

(
q − n

−(p − m)

)
·sin t

k(t) = [m + (p −m) cos t+ (q − n) sin t,
n+ (q − n) cos t − (p −m) sin t ],

t ∈ 〈0,2π〉

7



Matematika I – LS 2016/17 – 6. přednáška

Parametriký popis elipsy

Parametriký popis

kuºelose£ek

Impliitní rovnie elipsy se st°edem S[0,0],
hlavní poloosou a, vedlej²í poloosou b, hlavní osa je osa x.

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

(x
a

)2
+

(y
b

)2
= 1

(cos t)2 + (sin t)2 = 1, t ∈ 〈0,2π〉
x
a
= cos t

y

b
= sin t

x = a · cos t y = b · sin t

Parametriký popis elé elipsy:

k(t) = [a · cos t , b · sin t], t ∈ 〈0,2π〉

PSfrag replaements
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Parametriký popis elipsy

Parametriký popis

kuºelose£ek

Parametriký popis elipsy s vyuºitím goniometrikýh funkí vyhází

z trojúhelní£kové konstruke elipsy.
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nárys
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• Elipsa se st°edem S[0,0], hlavní poloosou a (hl. osa ‖x) a vedlej²í

poloosou b:
k(t) = [a · cos t ; b · sin t] , t ∈ 〈0,2π〉

• Elipsa se st°edem S[m,n], hlavní poloosou a (hl. osa ‖x) a vedlej²í

poloosou b:
k(t) = [m+ a · cos t ; n+ b · sin t] , t ∈ 〈0,2π〉

• Vºdy budeme praovat s elipsami, jejihº osy leºí na p°ímkáh

rovnob¥ºnýh se sou°adniovými osami a po£áte£ní body

parametrizae budeme volit ve vrholeh elipsy.

• Obdobn¥ jako u kruºnie, lze elipsu popsat r·znými zp·soby

k(t) = [a · sin t ; b · cos t], t ∈ 〈0,2π〉
k(t) = [−a · cos t ; −b · sin t], t ∈ 〈0,2π〉
.

.

.

Parametriký popis elipsy

Parametriký popis

kuºelose£ek

Elipsa se st°edem v bod¥ [0,0], velikostí hl. poloosy a a vedl. poloosy b.
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k(t) = [a cos t ; b sin t]
t ∈ 〈0,2π〉

k(t) = [−a cos t ; b sin t]
t ∈ 〈0 ; π〉

k(t) = [a sin t ; −b cos t]
t ∈

〈
0 ; 3π

2

〉

k(t) = [b cos t ; a sin t]
t ∈

〈
π
2 ; 3π

2

〉 k(t) = [−b sin t ; a cos t]
t ∈ 〈0 ; π〉

k(t) = [−b cos t ; −a sin t]
t ∈

〈
−π

2 ; π
2

〉
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Hyperboliké funke

Parametriký popis

kuºelose£ek

sinhx =
ex − e−x

2

coshx =
ex + e−x

2

(sinhx)′ = coshx
(cosh x)′ = sinhx

cosh2 x− sinh2 x = 1

sinhx < coshx
pro v²ehna x ∈ R
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Parametriký popis hyperboly

Parametriký popis

kuºelose£ek

Impliitní rovnie hyperboly se st°edem S[0,0],
hlavní poloosou a, vedlej²í poloosou b, hlavní osa je osa x.

x2

a2
− y2

b2
= 1.

(x
a

)2
−

(y
b

)2
= 1

(cosh t)2 − (sinh t)2 = 1, t ∈ R
x
a
= cosh t

y

b
= sinh t

x = a · cosh t y = b · sinh t

Parametriký popis obou v¥tví hyperboly:

k(t) = [± a · cosh t , b · sinh t], t ∈ R
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Parametriký popis hyperboly

Parametriký popis

kuºelose£ek
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k(t) = [m± a cosh t , n+ b sinh t]
t ∈ R

−
(
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b

)2

+

(
y − n

a

)2

= 1

k(t) = [m+ b sinh t , n± a cosh t]
t ∈ R

Parametriký popis paraboly

Parametriký popis

kuºelose£ek

Impliitní rovnie paraboly s vrholem V [m,n],
parametrem p, o‖x, vrhol nalevo od °ídíí p°ímky d.

(y − n)2 = −2p(x−m).

• Zvolíme parametr: t = y − n

• Vyjád°íme y: y = n+ t

• Dosadíme t do rovnie paraboly

a vyjád°íme x:
t2 = −2p(x−m)

− t2

2p
= x−m

x = m− t2

2p

Parametriký popis paraboly:

k(t) =

[
m− t2

2p
, n+ t

]
, t ∈ R
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P°íklady

Parametriký popis

kuºelose£ek

1
Kruºnie je dána st°edem S[3,5] a bodem Q[2,1].
Napi²te parametriký popis kruºnie. Po£áte£ní bod parametrizae

neh´ je bod Q, orientae kladná.

2
Elipsa má st°ed S[3,0], velikosti poloos a = 5, b = 3, hlavní osa je

rovnob¥ºná s osou y.
Napi²te parametriký popis elipsy, napi²te sou°adnie ohnisek elipsy.

3
Hyperbola má st°ed S[0,4], velikosti poloos a = 2, b = 3, hlavní osa
je rovnob¥ºná s osou y.
Napi²te parametriký popis hyperboly, spo£ítejte sou°adnie jejíh

pr·se£ík· s osami x a y.

4
Parabola má °ídíí p°ímku d : x = 2 a ohnisko F [4,2].
Napi²te parametriké vyjád°ení paraboly.

�e²ení

Parametriký popis

kuºelose£ek

1 k(t) = [3− cos t+ 4 sin t ; 5− 4 cos t− sin t], t ∈ 〈0,2π〉
2 k(t) = [3 + 3 cos t ; 5 sin t], t ∈ 〈0,2π〉

E = [3 ; 4], F = [3 ; −4]

3 k(t) = [3 sinh t ; 4± 2 cosh t], t ∈ R
P x
1 = [−3

√
3 ; 0], P x

2 = [3
√
3 ; 0], P y

1 = [0 ; 2], P y
2 = [0 ; 6]

4 k(t) =

[
3 +

t2

4
; 2 + t

]
, t ∈ R
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