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6. PREDNASKA 31. 3. 2017

Matematicky popis zakladnich geometrickych Gtvard
m Predpokladané znalosti
m Strucné opakovani

Kivky
m Zpasoby popisu krivek
m Parametricky popsané krivky

Matematicky popis zakladnich

Predpokladané znalosti geometrickych dtvar

Parametricky popis kuzelosecek
m Parametricky popis kruznice
m Parametricky popis elipsy
m Parametricky popis hyperboly
m Parametricky popis paraboly
m Priklady

m kartézska soustava souradnic
m vektory
e operace s vektory (sCitani, nasobeni konstantou, skalarni soucin,
vektorovy soucin)
e linearni zavislost x nezavislost vektort
e velikost vektoru, odchylka vektori
m pfimka v roviné a v prostoru
e vektorova rovnice a parametrické rovnice pfimky v roviné
a v prostoru
e obecna rovnice pfimky v roviné
rovnice primky ve smérnicovém tvaru
m rovina v prostoru

e vektorova rovnice a parametrické rovnice roviny v prostoru
e obecna rovnice roviny

Matematicky popis zakladnich

Predpokladané znalosti geometrickych dtvar

m analyticky popis kuzelosecek
rovnice kuzeloseCek v obecném a stfedovém (vrcholovém) tvaru
e odvozeni rovnice kuzelosecky ze zadanych prvki
e odvozeni parametrl kuzelosecky z rovnice (soufadnice vrchold,
ohnisek, velikosti poloos, .. .)
e rovnice tecny (v bodg, z bodu, daného sméru)
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| Primka v rovine

Matematicky popis zakladnich
geometrickych atvard

| Primka p je uréena bodem Alaq,as]
a nenulovym smérovym vektorem @(uy,us).

m Kazdy bod X|[z,y] pfimky p lze
popsat pomoci vektorové
rovnice
X=A+t-d, teR |

o

m Rozpisem do soufadnic ziskame
parametrické rovnice pfimky p.

Bl =] e ()

g

p: xr = a “+ t - ui,
Yy = a3 +t-uytelR

| Primka v rovine

Matematicky popis zakladnich
geometrickych atvaré

| Primka v rovine

Matematicky popis zakladnich
geometrickych atvard

‘ Pfimka p je uréena smérnici k£ € R a posunutim ¢ € R.

m Pfimka p je popsana jako graf
linearni funkce.

m Souradnice libovolného bodu
X [z,y] pfimky p vyhovuji
rovnici pfimky ve smérnicovém
tvaru

p:ry=k-x+q.

m Timto zptsobem nelze popsat
primky rovnobé&zné s osou y.

k=tga

| Primka p je uréena bodem Alaq,as]
a nenulovym normalovym vektorem 7i(a,b).

m Souradnice libovolného bodu
X|[x,y] pfimky p vyhovuji
obecné rovnici primky

p:a-x+b-y+c=0,
a€eR,beR, ceR.

| Primka v prostoru

Matematicky popis zakladnich
geometrickych atvard

‘ Primka p je uréena bodem Ala;,a2,a3)
a nenulovym smérovym vektorem (uq,us,us).

m Kazdy bod X|[x,y,z] pfimky p
|ze popsat pomoci vektorové
rovnice

X=A+t-u, tekR.

m Rozpisem do soufadnic ziskame
parametrické rovnice pfimky p.
p: T = a1+t uy,

Yy = az +1-ug,

z = a3+t‘U3,t€]R"%

Primku v prostoru nelze popsat jednou rovnici!



http://tube.geogebra.org/student/b742045#material/917137
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Matematicky popis zakladnich Matematicky popis zakladnich

| ROVI na geometrickych Gtvard | ROVl na geometrickych atvard

| Rovina g je uréena bodem Ala,az,a3] a dvéma | Rovina g je uréena bodem A[ay,az,a3] a nenulovym
nenulovymi lineadrné nezavislymi smérovymi vektory normalovym vektorem 7i(a,b,c).
w(uq,uz,uz) a v(vy,v2,v3).
m Soufadnice libovolného bodu X|x,y,z] roviny g vyhovuji obecné
m Kazdy bod X|xz,y,z] roviny o |ze popsat pomoci vektorové rovnice rovnici roviny o
X=A+t-d+s -0, teR, seR. 0N o:a-rx+b-y+c-z2+d=0,
acR,beR,ceR,deR.

m Rozpisem do soufadnic ziskdme parametrické rovnice roviny o.

o:xz = ay+t-u+s-v,
= ag+t-ux+s- vy, s
= az3+t-uz+s-vs,
teR,seR b
~ . -~ - Matematicky popis zakladnich
| Obecna rovnice kuzelosecky " geometrickjch dtuard

‘ A-2?+B-z-y+C-y*+D-x+E-y+F =0,
{A,B,C.D.E.F} Cc R {AB,C} +#{0,0,0}

Takovou rovnici lze popsat:

e kruznici,

e elipsu,

parabolu,

hyperbolu,

dvé rtiznobézné primky,

e dvé riizné rovnobézné primky,

jednu (dvojnasobnou) pfimku,
e bod,

prazdnou mnozinu.



http://tube.geogebra.org/student/b742045#material/917877
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Matematicky popis zakladnich
geometrickych atvard

| Kruznice

Rovnice kruznice ve stredovém
tvaru

(. —m)*+ (y —n)? =r?

| Parabola e
‘ Rovnice paraboly ve vrcholovém tvaru
(z —m)? = 2p(y — n) (z —m)? = =2p(y — n)

. Matematicky popis zakladnich
| Ellpsa geometrickych atvaré
‘ Rovnice elipsy ve stfedovém tvaru

2 2
(x—m)* (y—n)* (x —m) +(?J—”) -1
+ =1 5 5
a? b2 b a
Yy Yy

1S

N nt--
|
|
|
|

(@) m T

Matematicky popis zakladnich

H y p er b (o] I a geometrickych atvard
‘ Rovnice hyperboly ve stfedovém tvaru

_(y—n)
b2

=1
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Krivky

| Zpisoby popisu krivek

Graf funkce f jako rovinna krivka.
{[z.f(z)] € R? z € D}
Priklad: Graf funkce f(x) = 2?2 je parabola v roviné R2.

Implicitné zadané k¥ivky v roviné R?.
{lz.y] € R?, F(zy) = 0}
Priklad: Kruznice o stfedu [0,0] a poloméru r: 22 + 32 — 2 = 0.
Krivky dané parametricky.
kiivka k(t) v R?%: {[z(t),y@®)]}, t€e I CR
kiivka k(t) v R3: {[z(t),y(t),2(t)]}, t € [ C R

Priklad: Primka p urcend bodem Alaj,az,a3] a smérovym vektorem
U(s1,82,83): p(t) =[a1 +t-s1,a2+1t-s2, a3+t s3], t€R.

Priklad: Parabola (graf funkce f(x) = 22): k(t) = [t,t?], t € R.

| Priklad

Krivky

| Tecna parametricky zadané krivky

m Tecny vektor krivky k(t) = [z(t),y(t)], t € I v bodé ty € I:

u(to) = (2'(to),y' (to))-

m Tecny vektor krivky k(t) = [z(t),y(t)], t € I v obecném bodé t € I:

m Tecny vektor prostorové kivky £(t) = [x(t),y(t),z(t)], t € I v
obecném bodé ¢ € I:

m Tecna kfivky k(t) v bodé k(ty) je dana vektorovou rovnici (X je
bod tecny):
X =k(to) +s-ulty), seR.

m Nakreslete kfivku zadanou parametricky:

k(t) = [2t%, (t—2)%(t+2)], te(-33).

t] -3 =2 -1 0 1 2 3
z| 18 8 2 0 2 8 18 )
y|-25 0 9 8 3 0 5

m Urcete, ve kterych bodech protinad k¥ivka k() osy x a y.

Resime rovnice
praseck sy ... x(t)=0 ... 2t2 = 0
prasecik sz ...  y(t)=0 (t—2)2t+2)=0

~7 — P ’ rivk:
| Priklad — pokracovani T
Je dana krivka
k(t) = [262,(t —2)%(t +2)], t € R.
m Urcete body, ve kterych jsou teény kfivky k(t) rovnobézné
s osami = a y, napiste obecné rovnice téchto tecen. UO%

Tecny vektor kiivky k& v obecném bodé:
u(t) = (4t , 3t —4t —4) , t € R.
Resime rovnice

0o ... 4t =0
0 ... 3t2—4t—-4=0

tecna || sy 2/ (t)
tecna [[sz ... y(t)

m Napiste obecné rovnice tecen kfivky k(t) v uzlovém bodé [8,0].



http://tube.geogebra.org/student/b742045#material/917239
http://tube.geogebra.org/student/b742045#material/917409
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Parametricky popis

| Parametricky popis kruznice kuzelosecek

‘ Implicitni rovnice kruznice se stfedem [0,0] a polomérem r
z? + y2 — =1}

Jednotkova kruznice:

Parametricky popis

| Parametricky popis kruznice kuzelosecek

(cost)? + (sint)? = 1,te€(0,2m) k(5) s
=
9\
Parametricky popis jednotkove /7 . | N\ =
kruznice: AL
k(t) = [cost,sint], t € (0,2m) " i ‘f‘{
k() S cost r
Parametricky popis kruznice
se stfedem [0,0] a polomérem 7
- 3
k(t) = [r-cost , r-sint], t € (0,27) k(35)
. - . - = Parametricky popis
| Parametricky popis kruznice kusskosstek

k(t) = [rcost, rsint], ¢t € (0,27)

k(0)=[r0] =S+d k(0) = [r0] =S + @
k(3)=[0r]=S5+7 k(5)=[0.—r]=5+7
@=(r0), 7= (0) 7=

k(t)=S+1u-cost+U-sint

O R O R v R O R SO

Parametr ¢ je orientovany ahel. Jak se zméni pohyb bodu k(t)
po kruznici, kdyz zménime orientaci ¢? %

i o

kladna orientace zaporna orientace
yh yh

)

E(t) = [ cos(+t), sin(+t) ] k(t) = [ cos(—t), sin(—t) |
= [ cost, sint ] = [ cost, —sint |

k(t) = [cost, sint], ¢ € (0,2) k(t) = [cost, —sint], t € (0,2m)

Parametricky popis

| Parametricky popis kruznice kuzelosecek

‘ Kruznice k je dana stredem S[0,0] a bodem Q[p,q].

YA yA
\—F
Ml MG
i\, L\ \ER
S D T S\ _ ol T
v

i = (pq), 7= (—q.p) = (pg), V= (¢, —p)

k(t)=S+1u-cost+ U-sint

11 o) = [BC) r(3)
k(t) = [pcost — gsint.gcost + psint],  k(t) = [pcost + gsint,gcost — psint],
t € (0,2m) t € (0,2m)



http://tube.geogebra.org/student/b742045#material/917437

Matematika | — LS 2016/17 — 6. pfednaska

Parametricky popis

| Parametricky popis kruznice kuzelosecek

‘ Kruznice je dana stfedem S[m,n] a polomérem r.

i = (r0), 7= (0) i=(r0), 7=(0,—7)

k(t)=S+1u-cost+7-sint
=[] e(0) et o) me - [O=[n](0) et (2) me

k(t) = [m +rcost , n+ rsint], k(t) = [m +rcost , n—rsint],
t € (0,2m) t € (0,2m)

Parametricky popis

| Parametricky popis kruznice kuzelosecek

‘ Kruznice k je uréena stfedem S[m,n] a bodem Q[p,q|.

,n)
p—m))

k(t) =S+ u-cost+ v-sint
BOI ] (20) o (G0) e 1]+ (52 0) eomer (L6 ) o

k(t) = [m+ (p — m)cost — (¢ — n)sint, k(t) = [m + (p — m) cost + (¢ — n)sint,

n+ (g —n)cost+ (p—m)sint |, n+ (g —n)cost — (p —m)sint |,
t € (0,2m) t € (0,2m)
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| Parametricky popis elipsy

Parametricky popis
kuzelosecek

Implicitni rovnice elipsy se stredem S[0,0],

hlavni poloosou a, vedlejsi poloosou b, hlavni osa je osa x.

(2 +

x
— =cost
a
T

G

=a-cost

2

oy
2

5+

)2:1

(cost)? + (sint)? =1, t € (0,27)

o=

)

=sint

=b-sint

Parametricky popis celé elipsy:

2

k(t) =[a-cost , b-sint], t € (0,27)

=1.

S

BN

| Parametricky popis elipsy

| Parametricky popis elipsy

Parametricky popis
kuzelosecek

Elipsa se stredem v bodé [0,0], velikosti hl. poloosy a a vedl. poloosy b.

Y

N\

7
N

k(t) = [acost ; bsint]

Y

k(t) = [—acost ; bsint]

t € (0,2m) te(0;m
Y Y
k(t) = [bcost ; asint]  k(t) = [-bsint ; acost]
te(s: %) te(0:m

k(t) = [asint ; —bcost]

t€<0;37“
Y
a

k(t) = [-bcost ; —asint]

te(-3:3)

z trojahelnickové konstrukce elipsy.

o Elipsa se stredem S[0,0], hlavni poloosou a (hl. osa ||x) a vedlejsi

poloosou b:

k(t) =[a-cost;b-sint], te (0,2m)

Parametricky popis elipsy s vyuzitim goniometrickych funkci vychazi

Parametricky popis

kuzelosecek

oo%

e Elipsa se stfedem S[m,n], hlavni poloosou a (hl. osa ||z) a vedlejsi

poloosou b:

k(t)=[m+a-cost;n+b-sint], te (0,2m)

e Vzdy budeme pracovat s elipsami, jejichz osy lezi na pfimkach
rovnobéznych se soufadnicovymi osami a pocatecni body
parametrizace budeme volit ve vrcholech elipsy.

e Obdobné jako u kruznice, |ze elipsu popsat riznymi zptisoby
k(t) =[a-sint ;b cost], t € (0,27)
k(t) = [—a-cost; —b-sint], t € (0,2m)



http://tube.geogebra.org/student/b742045#material/917489
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| Hyperbolické funkce

Parametricky popis
kuzelosecek

T —T
. e’ —e
sinhz =
2
e +e*
coshxz = 5

(sinhz)" = coshx
(coshz)’ = sinhx

cosh?z —sinh?z = 1

sinh z < cosh z
pro vsechna z € R

y A

cosh x

Parametricky popis
kuzelosecek

Parametricky popis hyperboly

Parametricky popis
kuzelosecek

k(t) = [m £ acosht , n+ bsinht]
teR

k(t) = [m + bsinht , n & acosh{]
teR

| Parametricky popis paraboly

Implicitni rovnice hyperboly se stfedem S[0,0],

hlavni poloosou a, vedlejsi poloosou b, hlavni osa je osa x.

322 y2

2 ot

@ - -
(cosht)? — (sinht)? =1t € R

= cosht y_ sinh ¢

y=0>b-sinht

Parametricky popis obou vétvi hyperboly:

k(t) =[]+ a-cosht,b-sinht], t € R

Parametricky popis
kuzelosecek

Implicitni rovnice paraboly s vrcholem V[m,n],
parametrem p, o||x, vrchol nalevo od fidici primky d.

(y —n)* = —2p(z —m).

e Zvolime parametr: t =y —n Yy d

e Vlyjadiime y: y =n +1

e Dosadime t do rovnice paraboly
a vyjadrime z:

t?2 = —2p(x —m)
12
_% = r—m _
2
Yy
Parametricky popis paraboly: -
ik v
k(t) = == t|,teR
(t) [m o n+ ]
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= P icky popi
| Priklady s

| K Kruznice je dana stredem S[3,5] a bodem Q[2,1].
Napiste parametricky popis kruznice. Po¢ate¢ni bod parametrizace
necht je bod @, orientace kladna.

B Elipsa ma stred S[3,0], velikosti poloos a = 5, b = 3, hlavni osa je
rovnobézna s osou .
Napiste parametricky popis elipsy, napiste soufadnice ohnisek elipsy.
El Hyperbola ma stfed S[0,4], velikosti poloos a = 2, b = 3, hlavni osa
je rovnobézna s osou y.
Napiste parametricky popis hyperboly, spocitejte souradnice jejich
priseiki s osami x a y.

B Parabola ma ridici pfimku d : = = 2 a ohnisko F[4,2].
Napiste parametrické vyjadreni paraboly.

Parametricky popis

| Regeni kuzelosecek

e
| ke

[3 —cost+4sint ; 5—4cost —sint], t € (0,27)

t) =
t) =[3+43cost ; 5sint], t € (0,2m)
E=(3:4, F =34

B k() [3sinh¢ ; 4+ 2cosht], t € R
P =[-3V3;0], P¥ =[3V3;0], P =[0;2], Py =0;6]

2
B k() — [3+tZ ; 2+t],tE]R

10



